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闭元确定的拓扑系统中闭包元及其应用
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摘 要： 本文利用余Frame和点集两部分建立由闭元确定的拓扑系统，对其基本性质进行了讨论；通过闭元给

出了点集部分的闭包元概念，并对闭包元性质进行了讨论. 在余Frame和点集部分之间利用双映射建立了闭包元算

子，证明了与拓扑系统相关的Kuratovski闭包定理；作为应用，利用闭包元算子对闭元确定的拓扑系统之间的连续映

射进行了等价刻画.
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Closure Elements in the Topological System Determined by Closed Elements with
Applications

GAO Ya，WU Hong-bo
（College of Mathematics and Statistics，Shaanxi Normal University，Xi'an，Shaanxi 710062，China）

Abstract：A topological system determined by closed elements is established with coframe and point set, and its basic
properties are discussed. The concept of closure element of point set part is given through closed element, and the properties
of closure element are discussed. The closed element operator is established through double mapping between coframe and
point set, and the Kuratovski closure theorem related to topological system is proved. As an application, the continuous map⁃
ping between topological systems determined by closed elements is characterized by closure element operators.
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1 引言

根据研究方法的不同，拓扑理论的研究分为两大

学派：有点化学派和无点化学派［1~5］. 王国俊教授在序

结构基础上建立的模糊拓扑学和拓扑分子格理论是将

两者融合的代表［6~8］. 文献［9~12］结合一般拓扑学的研

究方法对 Locale理论的连通性质等进行了研究 . 1989
年，Steven Vickers将 Locale理论与一般拓扑理论结合

为一体，在文献［13］中引进的一种新型的拓扑学研究

对象：拓扑系统，并从格序理论方面对拓扑系统的性质

和应用进行了讨论 . 目前，我国学者主要从点集拓扑理

论方面对拓扑系统的性质及相关问题进行研究，并且

取得了一些相关成果［14~24］.
从目前的研究结果看，拓扑系统中的闭集是通过

拓扑系统空间化形式中的开集取补定义的［16~19］，因此

其结果适用于空间式拓扑系统，但未必适用于一般的

拓扑系统 . 因此，本文引入了拓扑系统的对偶拓扑系统

—闭元确定的拓扑系统，并取得了一些相关的结果 .
2 预备知识

定义 1［1］ 设P是集合，“≤”是P上的二元关系 . 若
(P，≤ )满足以下条件：

（1）∀a ∈ P，a ≤ a.
（2）∀a，b ∈ P，若a ≤ b，b ≤ a，则a = b.
（3）∀a，b，c ∈ P，若a ≤ b，b ≤ c，则a ≤ c.
则称 (P，≤ )是偏序集 .
定义 2［1］ 余 Frame A是一个满足以下条件的偏

序集：

（1）∀S ⊆ finA，S的上确界存在，即∨S存在；

（2）∀S ⊆ A，S的下确界存在，即∧S存在；
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（3）满足第二无限分配律，即，∀a ∈ A，∀S ⊆ A，有
a ∨ (∧S ) = ∧{ a ∨ s：s ∈ S }.

注 1［1］ （1）本文中 S ⊆ finA表示 S是A中的有限子

集；（2）由于余Frame是满足第二无限分配律的完备格，

将其中最大元记作1，最小元记作0.
定义 3［1］ 设 A，B是余 Frame. 若映射 f：A → B满

足以下条件：

（1）∀S ⊆ finA，f (∨S ) = ∨f (S );
（2）∀S ⊆ A，f (∧S ) = ∧f (S ).
则称 f：A → B是余Frame同态 .

3 由闭元确定的拓扑系统及相关性质

定义 4 设 A是余 Frame，X是集合，⊨⊆X × A，将
( x，a ) ∈ ⊨记作 x⊨a. 若∀x ∈ X

（1）∀S ⊆ finA，x⊨ ∨ S ⇔ ∃a ∈ S，x⊨a；
（2）∀S ⊆ A，x⊨ ∧ S ⇔ ∀a ∈ S，x⊨a.
则称 (X，A，⊨)为闭元确定的拓扑系统，余 FrameA

中的元素称为拓扑系统中的闭元 .
在本文中，将闭元确定的拓扑系统 (X，A，⊨)记为

D，将X记为PtD，将A记为ΩD.
引理 1 设D = (PtD，ΩD，⊨)是闭元确定的拓扑系

统，1，0分别是ΩD的最大元和最小元 . ∀a，b ∈ ΩD，则：

（1）∀x ∈ PtD，x⊨1；
（2）∀x ∈ PtD，x| ≠ 0；
（3）若 x⊨a，a ≤ b，则 x⊨b.
证明 根据定义4易证 . 略 .
定义 5 设D = (PtD，ΩD，⊨)是闭元确定的拓扑系

统 . 定义映射 ex：ΩD → 2PtD如下：∀a ∈ ΩD
ex (a ) = { x ∈ PtD，x⊨a } .

∀a ∈ ΩD，称 ex (a )为a的余范围 .
定理 1 设D = (PtD，ΩD，⊨)是闭元确定的拓扑系

统 . 令Ω(PtD ) = { ex (a )：a ∈ ΩD }，则集族Ω(PtD )对有

限并运算和任意交运算封闭，并且

（1） ex (0) = ∅，ex (1) = PtD；
（2）∀a，b ∈ ΩD，ex (a ) ∪ ex (b) = ex (a ∨ b)；
（3）∀S ⊆ ΩD，∩{ ex ( s)：s ∈ S } = ex (∧S ).
证明 （1）由引理1可证 . 略 .
（2）∀x ∈ PtD，结合定义4，定义5，
x ∈ ex (a ) ∪ ex (b) ⇔ ( x ∈ ex (a )或x ∈ ex (b) ) ⇔
( x⊨a或x⊨b) ⇔ x⊨a ∨ b ⇔ x ∈ ex (a ∨ b).
因此，∀a，b ∈ ΩD，ex (a ) ∪ ex (b) = ex (a ∨ b).
（3）∀x ∈ PtD，结合定义4，定义5，
x ∈ ∩{ ex ( s)：s ∈ S } ⇔ (∀s ∈ S，x ∈ ex ( s) ) ⇔
(∀s ∈ S，x⊨s) ⇔ x⊨ ∧ S ⇔ x ∈ ex (∧S ).
因此，∀S ⊆ ΩD，∩{ ex ( s)：s ∈ S } = ex (∧S ).
由于 ΩD是完备格，因此，a ∨ b ∈ ΩD，∧S ∈ ΩD.

结合（1）~（3）可知：集族Ω(PtD )对有限并运算和任意

交运算封闭 .
引理 2 在闭元确定的拓扑系统D = (PtD，ΩD，⊨)

中，映射 ex：ΩD → 2PtD是保序映射 .
证明 由引理1（3）易证 . 略 .

4 闭元确定的拓扑系统中的闭包元及性质

定义 6 在闭元确定的拓扑系统D = (PtD，ΩD，⊨)
中，定义：

-()：2PtD → ΩD，∀A ⊆ PtD，
-A = ∧{ a：a ∈ ΩD，A ⊆ ex (a ) } .

称该映射为拓扑系统D的闭包映射，并称-A为集合

A在拓扑系统D = (PtD，ΩD，⊨)中的闭包元 .
定理 2 在闭元确定的拓扑系统D = (PtD，ΩD，⊨)

中，闭包元有如下的性质：

（1）-∅ = 0；
（2）∀A ⊆ PtD，A ⊆ ex ( -A )；
（3）∀A，B ⊆ PtD，-A ∨ -B = - -- ----- --A ∪ B；
（4）∀a ∈ ΩD，- -- ----- --ex (a ) ≤ a；
（5）∀A ⊆ PtD，- -- ----- --ex ( -A ) = -A；
（6）∀a ∈ ΩD，ex ( - -- ----- --ex (a ) ) = ex (a ).
证明 （1）-∅=∧{ a：a∈ΩD，∅⊆ex(a ) }=∧ΩD=0.
（2）∀x ∈ PtD，若 x ∉ ex ( -A )，即，

x ∉ ex (∧{ a：a ∈ ΩD，A ⊆ ex (a ) }).
因此，x |≠∧{ a：a ∈ ΩD，A ⊆ ex (a ) }. 从而由定义 4

（2）可知：∃a ∈ ΩD，使得A ⊆ ex (a )，且x |≠ a.
因此有A ⊆ ex (a )，且x ∉ ex (a ). 因此，x ∉ A.
综上可知：∀A ⊆ PtD，A ⊆ ex ( -A ).
（3）首先，由于A ⊆ A ∪ B，因此，

{ a：a ∈ ΩD，A ⊆ ex (a ) } ⊇ { a：a ∈ ΩD，A ∪ B ⊆ ex (a ) } .
因此，

∧{ a：a ∈ ΩD，A ⊆ ex (a ) } ≤
∧{ a：a ∈ ΩD，A ∪ B ⊆ ex (a ) } . 因此，-A ≤ - -- ----- --A ∪ B；

同理，-B ≤ - -- ----- --A ∪ B
因此，-A ∨ -B ≤ - -- ----- --A ∪ B.
其次，由于-A ∨ -B ≥ -A，-A ∨ -B ≥ -B，
结合引理2和定理2（2）得：

ex ( -A ∨ -B ) ⊇ ex ( -A ) ⊇ A，ex ( -A ∨ -B ) ⊇ ex (-B ) ⊇ B，
因此，ex ( -A ∨ -B ) ⊇ A ∪ B，其中，

-A ∨ -B ≥ ∧{ a：a ∈ ΩD，A ∪ B ⊆ ex (a ) } = - -- ----- --A ∪ B .
综合以上两方面得：-A ∨ -B = - -- ----- --A ∪ B.
（4）∀a ∈ ΩD，因为a ∈ { b：b ∈ ΩD，ex (a ) ⊆ ex (b) }，

因此，a ≥ ∧{ b：b ∈ ΩD，ex (a ) ⊆ ex (b) } = - -- ----- --ex (a ).
（5）首先，∀A ⊆ PtD，a ∈ ΩD.
则 ex ( -A ) ⊆ ex (a )当且仅当-A ≤ a.
事实上，若 ex ( -A ) ⊆ ex (a )，又由定理 2（2）得：
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A ⊆ ex ( -A )，因此，A ⊆ ex (a ). 又根据定理 2（3）可知闭

包元是保序的，因此，结合定理2（4）得：-A ≤ - -- ----- --ex (a ) ≤ a.
反之，-A ≤ a，由引理 2，直接可得：ex ( -A ) ⊆ ex (a ).

因此，ex ( -A ) ⊆ ex (a )当且仅当-A ≤ a.
利用上面这个结论可得：∀A ⊆ PtD，

- -- ----- --ex ( -A ) = ∧{ a：a ∈ ΩD，ex ( -A ) ⊆ ex (a ) }
= ∧{ a：a ∈ ΩD，-A ≤ a } = -A .

（6）∀a ∈ ΩD，由定理2（2）得：ex (a ) ⊆ ex ( - -- ----- --ex (a ) )；
又由定理2（4）和引理2得：ex (a ) ⊇ ex ( - -- ----- --ex (a ) ).
所以，ex ( - -- ----- --ex (a ) ) = ex (a ).
注 2 在闭元确定的拓扑系统 D = (PtD，ΩD，⊨)

中，关于闭包元有如下的结论：

（1） 从 定 理 2（5）的 证 明 中 有 ：∀A ⊆ PtD，若

∃a ∈ ΩD使得 ex ( -A ) ⊆ ex (a )，则-A ≤ a. 但一般而言，若

∃a，b ∈ ΩD使得 ex (b) ⊆ ex (a )，未必有 b ≤ a.
（2） ∀a ∈ ΩD，由定理 2（4）有：

- -- ----- --ex (a ) ≤ a. 但等号

未必成立 . 从而闭元未必是闭包元 .
例1 设PtD = { x，y }，ΩD = { 0，12，1}，⊨ = { x，y } × 1.

容易验证D = (PtD，ΩD，⊨)是闭元确定的拓扑系统 . 在
闭元确定的拓扑系统D中，容易计算：

ex ( 12 ) = ex (0) = ∅，
- -- -- ----- --
ex ( 12 ) = 0，

- -----{ x } = - -----{ y } = - -- ----- --{ x，y } = 1
（1） ex ( 12 ) ⊆ ex (0)，但

1
2 ≤ 0不成立 .

（2）
- -- -- ----- --
ex ( 12 ) =

1
2 不成立 .

（3）由于
-∅ = 0，因此，闭元

1
2不是闭包元 .

定理 3 在闭元确定的拓扑系统D = (PtD，ΩD，⊨)
中，{-A | A ∈ 2PtD} = {- -- ----- --ex (a ) | a ∈ ΩD}.

证明 由于∀a ∈ ΩD，ex (a ) ∈ 2PtD. 所以，

{-A | A ∈ 2PtD} ⊇ {- -- ----- --ex (a ) | a ∈ ΩD}；
又∀A ∈ 2PtD，由定理2（5）得：

- -- ----- --ex ( -A ) = -A.
又由于-A ∈ ΩD，因此，

- -- ----- --ex ( -A ) ∈ {- -- ----- --ex (a ) | a ∈ ΩD}.
两者结合得：-A ∈ {- -- ----- --ex (a ) | a ∈ ΩD}.
所以，{-A | A ∈ 2PtD} ⊆ {- -- ----- --ex (a ) | a ∈ ΩD} .
结合两个结果得：

{-A | A ∈ 2PtD} = {- -- ----- --ex (a ) | a ∈ ΩD}.
定理 4 在闭元确定的拓扑系统D = (PtD，ΩD，⊨)

中，{A ∈ 2PtD| ex ( -A ) = A} = {ex (a ) | a ∈ ΩD}.
证 明 ∀A ∈ 2PtD，若 ex ( -A ) = A，由 于 ，ex ( -A ) ∈

{ex (a ) | a ∈ ΩD}，从而，A ∈ {ex (a ) | a ∈ ΩD}.
所以，{A ∈ 2PtD| ex ( -A ) = A} ⊆ {ex (a ) | a ∈ ΩD}；

又由由定理2（6）知：ex ( - -- ----- --ex (a ) ) = ex (a )，
因此，ex (a ) ∈ {A ∈ 2PtD| ex ( -A ) = A}.
所以，{A ∈ 2PtD| ex ( -A ) = A} ⊇ {ex (a ) | a ∈ ΩD}.
综合以上两个结果知：

{A ∈ 2PtD| ex ( -A ) = A} = {ex (a ) | a ∈ ΩD}.
5 Kuratovski闭包定理

定义 7(Kuratovski闭包算子) 设X是非空集合，L
是余Frame. 双映射Ex：L → 2X，Cl：2X → L满足条件：

（1）∀a，b ∈ L，Ex(a ∨ b) = Ex (a ) ∪ Ex (b)；
（2）Cl(∅) = 0，Ex(0) = ∅；

（3）∀A ⊆ X，A ⊆ Ex(Cl ( A) )；
（4）∀A，B ⊆ X，Cl( A) ∨ Cl (B ) = Cl ( A ∪ B )；
（5）∀a ∈ L，Cl(Ex (a ) ) ≤ a.
则称 (Ex，Cl)是 (X，L )上的Kuratovski闭包算子 .
引理 3 设X是非空集合，L是余 Frame，(Ex，Cl)是

(X，L )上的Kuratovski闭包算子 . 则
（1）∀a，b ∈ L，若a ≤ b，则Ex(a ) ⊆ Ex (b)；
（2）∀A，B ∈ 2X，若A ⊆ B，则Cl( A) ≤ Cl (B )；
（3）∀A ∈ 2X，Cl(Ex (Cl ( A) ) ) = Cl ( A)；
（4）∀a ∈ L，Ex(Cl (Ex (a ) ) ) = Ex (a ).
证明 （1）结合定义7（1）可证 . 略 .
（2）结合定义7（4）可证 . 略 .
（3） 结合定义 7（3）可得：Cl(Ex (Cl ( A) ) ) ≥ Cl ( A)；

再由定义7（5）得：Cl(Ex (Cl ( A) ) ) ≤ Cl ( A).
综合两不等式得：Cl(Ex (Cl ( A) ) ) = Cl ( A).
（4）由定义7（3）得：Ex(a ) ⊆ Ex (Cl (Ex (a ) ) )；
其次，结合定义7（5）得：Ex(a ) ⊇ Ex (Cl (Ex (a ) ) ).
所以，Ex(Cl (Ex (a ) ) ) = Ex (a ).
引理 4 设X是非空集合，L是余 Frame，(Ex，Cl)是

(X，L ) 上 的 Kuratovski 闭 包 算 子 . 则 集 族 F =
{A ∈ 2X| Ex(Cl ( A) ) = A}是集合X上相对于某拓扑的闭

集族 .
证明 （1）由定义7（2）得：Ex(Cl (∅) ) = Ex (0) = ∅，

因此，∅ ∈ F；再由定义7（3）得：X ⊆ Ex(Cl (X ) )，
所以，X = Ex (Cl (X ) )，根据F定义得：X ∈ F；
（2）设A，B ∈ F.则A = Ex (Cl ( A) )，B = Ex (Cl (B ) ).
结合定义7（1）、（4）得：

Ex(Cl ( A ∪ B ) ) = Ex (Cl ( A) ∨ Cl (B ) )
= Ex (Cl ( A) ) ∪ Ex (Cl (B ) ) = A ∪ B.

根据F定义得：A ∪ B ∈ F；
（3）设{ Aj| j ∈ J } ⊆ F，则

∀j ∈ J，Aj = Ex (Cl ( Aj ) ).
由定义7（3）得：∩

j
Aj ⊆ Ex(Cl (∩

j
Aj ) )；
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又，∀j ∈ J，∩
j
Aj ⊆ Aj. 因此，

∀j ∈ J，Cl(∩
j
Aj ) ≤ Cl ( Aj ).

进而，∀j ∈ J，Ex(Cl (∩
j
Aj ) ) ⊆ Ex (Cl ( Aj ) ).

再结合 ∀j ∈ J，Aj = Ex (Cl ( Aj ) )得：

∀j ∈ J，Ex(Cl (∩
j
Aj ) ) ⊆ Aj.

根据F定义得：Ex(Cl (∩
j
Aj ) ) ⊆ ∩

j
Aj.

综合上面两包含关系得：∩
j
Aj = Ex (Cl (∩

j
Aj ) ).

因此，∩
j
Aj ∈ F.

由（1）~（3）知：集族 F = {A ∈ 2X| Ex(Cl (A) ) = A}是
集合X上相对于某拓扑的闭集族 .

引理 5 设X是非空集合，L是余 Frame，(Ex，Cl)是
(X，L ) 上的 Kuratovski闭包算子 . 则 Ex：L → 2X 是余

Frame同态 .
证明 （1）∀a，b ∈ L，根据定义7（1）可得：

Ex(a ∨ b) = Ex (a ) ∪ Ex (b)；
（2）∀{aj| j ∈ J } ⊆ L.
由于 ∀j ∈ J，aj ≥ ∧{aj| j ∈ J }. 结合引理 3（1）得：

∀j ∈ J，Ex(aj ) ⊇ Ex ( ∧ {aj| j ∈ J }). 则
∩{ Ex(aj ) | j ∈ J } ⊇ Ex ( ∧ {aj| j ∈ J }).

又由于∀j ∈ J，∩{ Ex(aj ) | j ∈ J } ⊆ Ex(aj ).
由引理3（2）得：∀j ∈ J，

Cl ( ∩ { Ex(aj ) | j ∈ J }) ≤ Cl(Ex (aj ) ).
再由定义7（5）得：∀j ∈ J，Cl(Ex (aj ) ) ≤ aj.
将两者结合得：∀j ∈ J，Cl ( ∩ { Ex(aj ) | j ∈ J }) ≤ aj.
因此，Cl ( ∩ { Ex(aj ) | j ∈ J }) ≤ ∧{aj| j ∈ J }.
结合引理3（1）得：

Ex (Cl ( ∩ {Ex(aj ) | j ∈ J }) ) ⊆ Ex ( ∧ { aj| j ∈ J }).
再由定义7（3）得：

∩{ Ex(aj ) | j ∈ J } ⊆ Ex (Cl ( ∩ { Ex(aj ) | j ∈ J }) )，
因此，∩{ Ex(aj ) | j ∈ J } ⊆ Ex ( ∧ {aj| j ∈ J }).

结 合 两 式 得 ： Ex ( ∧ {aj| j ∈ J }) =
∩{ Ex(aj ) | j ∈ J }.

根据定义3知Ex：L → 2X是余Frame同态 .
引理 6 设X是非空集合，L是余 Frame，(Ex，Cl)是

(X，L )上的 Kuratovski闭包算子 . 定义从 X到 L的二元

关系 "⊨"如下：∀( x，a ) ∈ X × L，

x⊨a当且仅当 x ∈ Ex (a ).
则 (X，L，⊨)是闭元确定的拓扑系统 .
证明 由引理 5知：Ex：L → 2X是余Frame同态 . 结

合 "⊨"的定义得：

（1）∀a，b ∈ L，∀x ∈ X，
x⊨a ∨ b，当 且 仅 当 x ∈ Ex (a ∨ b)，当 且 仅 当

x ∈ Ex (a ) ∪ Ex (b)，当且仅当 x ∈ Ex (a )或 x ∈ Ex (b)，当
且仅当 x⊨a或 x⊨b；

（2）∀S ⊆ L，∀x ∈ X，
x⊨ ∧ S，当 且 仅 当 x ∈ Ex (∧S )，当 且 仅 当

x ∈ ∩{ Ex ( s)：s ∈ S }，当且仅当∀s ∈ S，x ∈ Ex ( s)，当且仅

当∀s ∈ S，x⊨s.
根据定义4知：(X，L，⊨)是闭元确定的拓扑系统 .
定理5 (Kuratovski闭包算子定理) 设X是非空集

合，L是余 Frame，(Ex，Cl)是 (X，L )上的Kuratovski闭包

算子 . 则存在唯一的闭元确定的拓扑系统D = (X，L，⊨)
使得在该拓扑系统中，∀A ⊆ X，-A = Cl( A).

证明 设 X是非空集合，L是余 Frame，(Ex，Cl)是
(X，L )上的 Kuratovski闭包算子 . 定义从 X到 L的二元

关系 "⊨"如下：∀( x，a ) ∈ X × L，
x⊨a当且仅当 x ∈ Ex (a ).

则由引理 5知Ex：L → 2X是余 Frame同态，由引理

6知D = (X，L，⊨)是闭元确定的拓扑系统 .
由定义 7（3）知：A ⊆ Ex(Cl ( A) )，又 Cl( A) ∈ L，则

Cl( A) ∈ { a：a ∈ L，A ⊆ Ex(a ) }；
又 ∀a ∈ L，若 A ⊆ Ex(a )，则结合引理 3（2）可得：

Cl( A) ≤ Cl (Ex (a ) )；又由定义7（5）得：

Cl(Ex (a ) ) ≤ a.所以，Cl( A) ≤ a.
综合两方面知：Cl( A) = ∧{ a：a ∈ L，A ⊆ Ex(a ) }.
因此，结合定义 6知：在闭元确定的拓扑系统

(X，L，⊨)中，∀A ⊆ X，-A = Cl( A).
下面证明满足条件的闭元确定的拓扑系统 D =

(X，L，⊨)的唯一性 .
若闭元确定的拓扑系统 D1 = (X，L，⊨1 )也满足

∀A ⊆ X，-A = Cl( A). 因此，在闭元确定的拓扑系统D1 =
(X，L，⊨1 )中，∀a ∈ L，有

（1）- -- ----- -- --ex1 (a ) = Cl (ex1 (a ) )；（2）- -- ----- --Ex(a ) = Cl (Ex (a ) ).
先证∀a ∈ L，ex1 (a ) = Ex (a ).
由定理 2（4）得：∀a ∈ L，- -- ----- -- --ex1 (a ) ≤ a，再结合（1）

- -- ----- -- --ex1 (a ) = Cl (ex1 (a ) )得：

∀a ∈ L，Cl(ex1 (a ) ) ≤ a.
因此，∀a ∈ L，Ex(Cl (ex1 (a ) ) ) ⊆ Ex (a ).
又根据定义7（3）得：ex1 (a ) ⊆ Ex (Cl (ex1 (a ) ) )，
所以，∀a ∈ L，ex1 (a ) ⊆ Ex (a )；
又由定义7（5）得：∀a ∈ L，Cl(Ex (a ) ) ≤ a，再结合
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（2）- -- ----- --Ex(a ) = Cl (Ex (a ) )得：

∀a ∈ L，- -- ----- --Ex(a ) ≤ a.
因此，∀a ∈ L，ex1 ( - -- ----- --Ex(a ) ) ⊆ ex1 (a ).
又根据定理2（2）得：Ex(a ) ⊆ ex1 ( - -- ----- --Ex(a ) ).
所以，∀a ∈ L，ex1 (a ) ⊇ Ex (a ).
综合以上两方面得：∀a ∈ L，ex1 (a ) = Ex (a ).
再证⊨1 = ⊨. ∀a ∈ L，∀x ∈ X.
由定义5，引理6得：x⊨1a，当且仅当 x ∈ ex1 (a )，
当且仅当 x ∈ Ex (a )，当且仅当 x⊨a.
所以，⊨1 = ⊨.
从而，两个闭元确定的拓扑系统是一致的 .

6 连续映射的等价刻画

本节根据拓扑系统与闭元确定拓扑系统对称性的

特点，给出闭元确定的拓扑系统之间连续映射的定义，

并利用闭元确定的拓扑系统中的闭包元对连续映射进

行等价刻画 .
定义 8 设 D = (PtD，ΩD，⊨)，E = (PtE，ΩE，⊨)是

闭元确定的拓扑系统，映射 Ptf：PtD → PtE和余 Frame
态射Ωf：ΩE → ΩD构成的偶对 (Ptf，Ωf )称为从拓扑系

统 D = (PtD，ΩD，⊨)到拓扑系统 E = (PtE，ΩE，⊨)的映

射，记作 f：D → E.
再 若 ∀x ∈ PtD，∀b ∈ ΩE，x⊨Ωf (b) 当 且 仅 当

Ptf ( x )⊨b，则称 f：D → E是连续映射 .
定理 6 设 D = (PtD，ΩD，⊨)，E = (PtE，ΩE，⊨)是

闭元确定的拓扑系统，映射 f：D → E连续的充分必要

条件是：∀b ∈ ΩE，ex (Ωf (b) ) = (Ptf )-1 (ex (b) ).
证明 必要性 . ∀b ∈ ΩE，∀x ∈ PtD，根据定义 5，定

义8，以及 f：D → E连续可知：

x ∈ ex (Ωf (b) )，当且仅当 x⊨Ωf (b)，
当且仅当Ptf ( x )⊨b，当且仅当Ptf ( x ) ∈ ex (b)，
当且仅当 x ∈ (Ptf )-1 (ex (b) ).
因此，∀b ∈ ΩE，ex (Ωf (b) ) = (Ptf )-1 (ex (b) ).
充分性 . ∀b ∈ ΩE，∀x ∈ PtD. 根据定义 5，以及等

式 ex (Ωf (b) ) = (Ptf )-1 (ex (b) )可知：

x⊨Ωf (b)，当且仅当 x ∈ ex (Ωf (b) )，当且仅当

x ∈ (Ptf )-1 (ex (b) )，当且仅当Ptf ( x ) ∈ ex (b)，
当且仅当Ptf ( x )⊨b.
综合以上结果得 x⊨Ωf (b)当且仅当Ptf ( x )⊨b.
因此，映射 f：D → E是连续映射 .
定理 7 设 D = (PtD，ΩD，⊨)，E = (PtE，ΩE，⊨)是

闭元确定的拓扑系统，f：D → E是连续映射 . 则以下结

论成立：

（1）∀F ⊆ PtE，ex ( - -- -- -- ----- -- -- --(Ptf )-1 (F ) ) ⊆ ex (Ωf (-F ) )；

（2）∀F ⊆ PtE，ex (Ωf (-F ) ) = (Ptf )-1 (ex (-F ) )；
（3）∀b ∈ ΩE，ex (Ωf ( - -- ----- --ex (b) ) ) = ex (Ωf (b) ).
证明 （1）∀F ⊆ PtE，∀x ∈ PtD.
若 x ∉ ex (Ωf (-F ) )，由定义5可知：x |≠ Ωf (-F )，
再根据 f：D → E的连续性可知：Ptf ( x ) |≠-F.
由 定 义 6 可 知 ：∃b ∈ ΩE 使 得 F ⊆ ex (b)，且

Ptf ( x ) ∉ ex (b). 所以，∃b ∈ ΩE使得

(Ptf )-1 (F ) ⊆ (Ptf )-1 (ex (b) )且 x ∉ (Ptf )-1 (ex (b) ).
由 于 f：D → E 是 连 续 映 射 ，由 定 理 6 可 得

ex (Ωf (b) ) = (Ptf )-1 (ex (b) ). 所以，∃b ∈ ΩE使得

(Ptf )-1 (F ) ⊆ ex (Ωf (b) )且 x ∉ ex (Ωf (b) ).
因此，x ∉ ex ( - -- -- -- ----- -- -- --(Ptf )-1 (F ) ).
所以，ex ( - -- -- -- ----- -- -- --(Ptf )-1 (F ) ) ⊆ ex (Ωf (-F ) )；
（2）∀F ⊆ PtE. 由定义 6知：-F ∈ ΩE，已知 f：D → E

是连续映射，因此由定理6直接得：

ex (Ωf (-F ) ) = (Ptf )-1 (ex (-F ) )；
（3）∀b ∈ ΩE，由定理 2（6）得：ex ( - -- ----- --ex (b) ) = ex (b)，又

f：D → E是连续映射，结合定理6得：

ex (Ωf ( - -- ----- --ex (b) ) ) = (Ptf )-1 (ex ( - -- ----- --ex (b) ) )
= (Ptf )-1 (ex (b) ) = ex (Ωf (b) ).

推论 1 设 D = (PtD，ΩD，⊨)，E = (PtE，ΩE，⊨)是
闭元确定的拓扑系统，∀F ⊆ PtE. 则

ex ( - -- -- -- ----- -- -- --(Ptf )-1 (F ) ) ⊆ (Ptf )-1 (ex (-F ) ).
证明 结合定理7中（1）、（2）直接可得 .
定理 8 设 D = (PtD，ΩD，⊨)，E = (PtE，ΩE，⊨)是

闭元确定的拓扑系统 . 映射 f：D → E连续的充分必要

条件是下面（1）和（2）同时成立：

（1）∀F ⊆ PtE，ex (Ωf (-F ) ) = (Ptf )-1 (ex (-F ) )；
（2）∀b ∈ ΩE，ex (Ωf (b) ⊆ ex (Ωf ( - -- ----- --ex (b) ) ) ).
证明 必要性 . 根据定理7（2）、（3）直接可得 .
充分性 . ∀b ∈ ΩE，则∀ex (b) ⊆ PtE，代入（1）得：

ex (Ωf ( - -- ----- --ex (b) ) ) = (Ptf )-1 (ex ( - -- ----- --ex (b) ) ).
又根据定理2（6）得：ex ( - -- ----- --ex (b) ) = ex (b)，
因此，ex (Ωf ( - -- ----- --ex (b) ) ) = (Ptf )-1 (ex (b) ).
再根据定理2（4）可得：

ex (Ωf ( - -- ----- --ex (b) ) ) ⊆ ex (Ωf (b) ).
再结合（2）得：ex (Ωf ( - -- ----- --ex (b) ) ) = ex (Ωf (b) ).
综合上面的等式得：∀b ∈ ΩE，

ex (Ωf (b) ) = (Ptf )-1 (ex (b) ).
根据定理6得：映射 f：D → E是连续的 .
注 3 若 f：D → E是拓扑系统D = (PtD，ΩD，⊨)到

拓扑系统 E = (PtE，ΩE，⊨)之间的连续映射，由推论 1
知：∀F ⊆ PtE，
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ex ( - -- -- -- ----- -- -- --(Ptf )-1 (F ) ) ⊆ (Ptf )-1 (ex (-F ) ).
这个结论不是两个拓扑系统之间映射 f：D → E连

续的充分条件，但这个结论是相应的两个拓扑系统空

间化形式之间映射连续的充分必要条件［1］. 这个结论

体现了拓扑系统中闭包元的作用是点集部分的闭集所

不能取代的 .
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